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1. Angle sélid, Potencia emesa, Potencia Rebuda, Temperatura

Primer de tot ens fixem en la part superior esquerra de la Figura 1. Observem que una quantitat d’area, que designem,
dA (que suposem que és petita) es veura de manera diferent depenen de com la mirem. Si la mirem justament desde
sobre veure’m tota la superficie, i per tant, dA. Ara bé, si ens desplacem 20 graus respecte la normal, és a dir, posem el 0
a la posicié inmediatament a sobre de ’area. Doncs bé, amb aquest desplacament, I’area que veiem ha variat, correspon
amb dA - c0s20°. Aixi podem arribar fins a 90°, moment en el qual no veiem res de la nostra dA, de fet, el que veiem es
I'amplada de la nostra superficie infinitesimal, pero vaja, de dA, no veiem res. El nostre model matematic ho corrobora:
dA - c0s90° = 0.

Per tant, podem dir que

Area vista des de dA, = dAcos(6) (1)

on f és 'angle que forma la normal a dA amb la linea que uneix dA i dA,.

Top view View from View from
area = dA 20°, horizontal.
area = dA cos 20° area = dA cos 90°

A single area element «
radiates with equal
intensity in all Area seen by dA, = dA cos 0

v

directions

The element d A5 subtends
dw =df d¢ sin r=1
Its area is

(1)2sin 8 a6 d¢

Figure 10.4 Radiation intensity through a unit sphere.

Figura 1:

Un cop s’ha entes aixo, continuem.
Definim una magnitud que es la quantitat d’energia que surt per radiacié de dA i arriba a dA, i la definim de la
seguent manera:

dqurt—de—dA—i—arriba—a—dAa - (Zdw)(COSGdA) (2)

Molta cura amb aquesta equacié que apareixen coses noves. Aquesta equacié sorgeix del fet que la quantitat d’energia
que surt per radiacié de dA i acaba arribant a dA, és aquella que viatja a través de I'angle solid dw . Un cop vist aixo,
veiem que sén les coses que surten a la férmula: en primer lloc tenim, i, i és la intensitat de radiacié i es mesura en
% - steradian, on steradians és la unitat de ’angle solid. dw és com ja hem dit 'angle sélid. I tot el que forma el segon
paréntesis és la quantitat d’area que veiem a un angle determinat. Es a dir, és el que hem estat discutint a I’equacié (1).
Pero no ens quedem només aqui, pensem una mica més, si t’hi fixes, estem dient que la quantitat d’energia que surt per
radiacio es igual a una unitat i que son % - steradian per 'angle solid, que sén steradians i per un area, que son m?2. Per
tant, el resultat sén W, és a dir, unitats de potencia, és a dir, %, energia partit per temps. Tot quadra.

Abans de continuar, anem a explicar una mica de que va aixo de ’angle solid. L’angle solid té unitat de steradian. Per
definicié, un steradian és I’angle solid que té un segment esféric ’area del qual es igual al seu radi al quadrat. Per tant,
si mirem quans steradians té una esfera completa, fem un factor de conversio de la seguent manera:
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9 5 1 steradian
m —

4mr 5— =4m  steradians (3)

r2 m
aixi, pel que ens interessa per calcular I'angle sélid podem utilitzar un factor de conversié. T has de fixar que un angle
s6lid sempre el calculem respecte una esfera de radi r, és com fixar uns eixos de referéncia.

Ara bé, per calcular dw, és a dir, 'angle sélid, ens fixem en la part inferior de (1), si ens fixem per calcular 'angle
sélid, en aquest cas treballem amb una esfera de radi=1 per comoditat, ’angle solid en aquest cas es r - sinf, el que fa
que tinguem el radi de la nostra porcié, multiplicat pel df, d¢, que serien com els costats de la nostra porcié. Com que
r=1, l'angle sélid queda sinfdfdqe.

Molt bé, ara ja tenim entesa la férmula de la poténcia irradiada per un cos i que arriba a un altre. Anem una mica
més enlla. Dividim la equacié (2) per dA i integrem a tot 'hemisferi. Substituim dw pel valor que hem trobat.

dQaa—da,

JA = (idw)(cosb) (4)

dqurt—de—dA—z'—m*riba—a—dAa = (Zdw)(COSQdA) =

us
2

Ara integrem a tot el casquet esféric,
27
1 1
dé = i- Zdd = i2m= =i
10) Z/o 5 ¢ =12m 5 =T

o x 27 02
/ dQaa-da, _ / /i~cos€sm9d0d¢ = z(/ (/ i.cosé)smedﬁ) qu) = z/ sinf
A dA $Jo 0 0 ' ]
()

Per tant, hem obtingut que la poténcia irradiada d’un cos 1 a un cos 2 és igual im. Ara farem la suposicié que tant la
lluna, la Terra i el satélit son cossos negres. Perque? perque he vist a diversos llocs on ho fan, i perque siné els calculs sén
impossibles. Fent aquesta suposicid, és sap que la intensitat de radiacié d’un cos negre és

0

4
. _ CEnegre ol
lnegre = T - T (6)

si substituim aixo, tenim que

4
ol
. 4
Qnegre = lnegre™ = 771_ T =01 (7)

Si ens hi fixem bé, 'inic que estem fent és aplicar la Stefan Boltzman Law.

Genial, ara ja sabem la quantitat de potencia que irradia un cos negre. ;Quines unitats té q7 té les mateixes unitats de i
N . ’ . . s . . . P / w I

pero em integrat en angle, és a dir, que siné m’equivoco hem eliminat els steradians, o sigui que sén [-75], o sigui que q

ens déna la poténcia per metre quadrat.

Ja casi estem preparats per fer els calculs. Si m’has seguit fins aqui ja casi ho tenim. Angle sélid, potencia irradiada.
Qué més?

Ara fem dues suposicions importants, no sé si és del tot correcte, pero després de pensar-m’ho bastant, és lo més
coherent que he trobat per fer els calculs.

= Considerem la terra, la lluna i el satélit com a black bodies. Es a dir, cossos que absorbeixen tota la llum. Aquesta
és una suposicié més que acceptable, els planetes es modelen molts de cops com a cossos negres.

= Considerem que el satélit, la lluna i la Terra estan en equilibri térmic. Qué vol dir equilibri térmic? que les variables
macroscopiques han deixat de variar amb el temps. Es a dir, considerem que la potencia emesa i rebuda és la mateixa
en aquella situacié. Aquesta suposicié té un cert error. Normalment el que causa aquest error és l'efecte hivernacle
que no deixa sortir de 'atmoésfera tots els rajos solars que entren i aquests que es queden i al rebotar fan que la
temperatura a la superficie del planeta augmenti. Per tant, hi haura un cert error al calcul de la temperatura de la
Terra, en canvi, I'error en el cas de la lluna, com que esta exempta d’atmosfera, sera molt menor. I si ho apliquem
a un satélit, 'error comes per aquest efecte és inapreciable.

Fetes aquestes consideracions procedim. En els calculs tindrem en compte que els elements que afecten la temperatura
d’un satélit que orbita la lluna sén el Sol, la Lluna i la Terra.

Per calcular la poteéncia, aprofitarem que sabem que la q d’un cos negre és igual a ¢T%. I per tant, la poténcia del cos
negre sera:

— _ 4
Pemesa—per—n = (gn - arean = UTn *aréan (8)

d’aquesta manera tenim que
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Pomesa—sol = 0T - areay, = oT 4n R? (9)

4 4 2
Pepesa—Terra = JTT sarear = UTT47TRT (10)
P = oT}} - areay = oTj4n R} 11
emesa—lluna — 04 * areay = o ATy ( )
Pemesafsatelit - UT;lat cArélgqt (12)

En aquesta tltima férmula, si considerem el satélit com una esfera d’un cert radi podrem simplificar significativament els
calculs, com es veura més endavant.

Continuem, tenim la poténcia emesa pels planetes i pel satélit, perd volem saber la absorbida, la podem calcular de la
seguent manera:

Primer calculem la de lluna, en el cas de la lluna, podem considerar que el que afecta a la seva temperatura és el Sol i la
Terra. Per tant, abans necessitem la potencia aborbida per la Terra. En el cas de la Terra si que podem fer la suposicié que

el que només afecta la seva temperatura realment és el sol.

Considerem la Terra i el Sol com a cossos negres i que la Terra esta en equilibri térmic.

Figura 2: La Terra nomes té una area d’absorci6 igual a un cercle bidimensional, i no igual a la superficie d’'una esfera
com es podria pensar

Pabsorbida—TerTa =
= P.mesa—sol * (1 — albedorerrq) * anglesolid

Arear )

- Pemesa—sol(l - albedoTerra) <4’R'D%S

2
= Pemesa—sol(l - albedOTeTT(l) <47:—D]%2T>
T-S

Fixa't que a la ultima expresié utilitzem el que s’explica a la figura 2. Es a dir, els planetes tenen com a superficie
d’absorcié una superficie plana. Pero al emetre llum si que radien com una esfera.

A més, veiem que per calcular 'angle sélid fem una relacié entre 1’area d’absorci6 i I'area total per on es distribuira la
poténcia que surt del sol. I a més, a la potencia total que surt del sol, li restem aquella que la Terra reflecteix (amb el
terme de I’albedo).

També cal adonar-se que Dr_g és la distancia de la Terra al Sol.

Per tant, hem calculat la Poténcia emesa i rebuda per la Terra. Com que considerem que esta en equilibri térmic, igualem
potencia emesa a poténcia rebuda.
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mR2
PemesafTerra = I'rebuda—Terra = jt)emesafsol(1 - albedOTerra) <T) = (14)

47TD%_S
4 2 7TR2T 4 2
oT;4rRZ(1 — albedorerra) D2 = oTrAn Ry (15)
Tlr_g
s
T2(1 — albedorerra) | —=— ) = T 16
0 = albedorers) (=5 ) =74 (16)

- erra
T :TS\/\/l albedor Rg

1
5Drs (17)

Per tant, ja tenim una férmula que ens permet obtenir la temperatura a la superficie de la Terra a partir de la T de
la supeficie del sol, ’albedo de la superficie Terrestre, el radi del Sol i la distancia entre la Terra i el Sol.

Ara podem procedir a calcular la temperatura aborbida per la lluna, considerem que els dos cossos que afecten a la
temperatura de la lluna sén el Sol i la Terra.

Pabsorbidaflluna =

absorbida—lluna—deguda—sol + Pabsorbida—lluna—deguda—Terra

TR TR
= Pemesa—soi(1 — albedojiyna) (47TD2”) + Pomesa—Terra(l — albedojiyna) (477D2”> (18)
i-s i—r

2
TRy,

RQ
— oT*47R2(1 — T TA4xRA(1 — T
oT dmRy( a”)<47TDl21—S)+U AT R (1 — ay) D2,

Ara substituim la Temperatura de la Terra que hem trobat a ’equacié 17.

Pabsorbida—lluna =

2 Ve ——— 4 2
JTf47er(1a”)< mhy )+0<TS 1617&7) 47rR%(1a”)( mhy >

471'D12173 2D7_g 47rDl217T
R? (1—ar)R? T R? (19)
= oT*rR%(1 — T T4 S5 ArR2(1 — i
ol Am S a”)<47erl_S +ols z_, (1= au) 1xD?
1 (1—aT)

4D?

oTHrR2RY (1 — ay < R2)
u(t =\ gpa . apz_ang

Com abans, suposem equilibri térmic,

Pabsorbidaflluna = I'emesa—lluna (20)
1—ar)
T*4rR?R3 (1 — (1—ar R% ) = oTj4n R} 21
0lgamity ll( CL”) 4Dl2[_s + (4D%7S)(4D121_T) T OLyamiiyg ( )
1-— (J,T)
TIR2(1 - a”)< + ( R2> =T (22)
ADj_,  (4D7_g)4D; o) ) "

Ts@%l—am( L ) =T (23)

ADj_  (4DF_5)(4D} ¢

Ja tenim la temperatura a la superficie de la lluna en funcié de parametres coneguts. Per tant, tenim la temperatura de

cos negre a la superficie de la Terra i a la superficie de la Lluna. Aixi doncs, anem a calcular la poténcia absorbida pel
satélit.

Pabsorbida—satelit =

absorbida—satelit—deguda—sol + Pabsorbida—satelit—deguda—Terra + Pabsorbida—satelit—deguda—lluna
area incidencia sat
47 D?

= emesa—sol(l - asat) < > + Pemesa—Terra(l - asat)(
sat—s

area incidencia sat
471 D?

sat—Il

area 1n01c12enc1a sat (24)
47TDsat7t

+ Pemesa—lluna(l - asat) (
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Ara tenim un problema, ’area incident dependra de la forma del nostre satélit i és possible que algun dels termes s’anul-li.
,Qué vull dir? que és possible, i de fet, passara, que depenen del lloc de la érbita on es trobi el nostre satelit pot no
tenir area incident del sol ; o de la terra. El que si que passara és que el terme de P de la lluna sempre hi sera, ja que
estem orbitant al seu voltant. Aixi que aqui depenent de la situacié haurem de calcular aquesta area. Perd en primera
aproximacié, suposarem que el satélit es troba en un lloc on tant el sol, la terra i la lluna incideixen sobre ell. A més, donat
que el satélit és molt petit comparat amb els altres objectes estelars, suposem que té forma d’esfera d’un radi determinat.

I per tant, I’Area incident, com passava abans i per la figura 2, sera mR2,,, aix0 simplificara els calculs.

Pabsorbidafsatelit =
TR?

R2 sat
47TDsat7t (25)

4D29at> + Pemesa—Terra(l — Clsat)(

sat—s

= Pemesa—sol(l - asat) <

TR?

Pemesa— una 1 - Wsa ——sat
* ! ( ¢ t)<47TDsat ll)

Substituim els valors de la poténcia emesa pels diferents cossos.

Pabsorbida—satelit =
TR2 7R?

sat 4 2 sat
_Tosat ) 4 GTH AR (1—am)(>
4n D7 ) e Ar D3, (26)

sat—s

TR?

sat )
sat—Il

= oTHrR*(1 — asat)(

T4 R% (1 — ag,
+oTydrR;(1 —a t)<47TD

I per tant,

Pabsorbida—satelit =

1 1 1 (27)
= 047TRsat( asat)<T§Rz<4D2 ) +T§£R% (%) +T‘l%Rl2l<4D2 )>

sat—s sat—ll

Ara substituim els valors de T i Tj; trobats anteriorment.

Pabsorbida—satelit =

4
— odrR2, (1 asat)(TjRi( )+ (Ts m) R%(1>

4D2, . 2Dr_s ADZ,
1 (1—ar) ‘L, 1
+ T\/Rs“(l—a”)( + R2)> Ry
( ’ \/ 4’Dl2l—$ (4D%7S)(4DI2Z—T) r 4D§at 124
1 (1 - ar)R? 1
= o4rR T!R? T! S R2.
= 04aTm sat( a’S(lt) < stls <4Dgat S) + 1 4D%7S 4D§at7t (28)

1 (1—ar) 1
+T4R§(1a”)( + R2>R2( >)
o 4D, (4D}_g)ADj_5) 7)) "\4DZ,

1 (1—ar) 1
= o4nTIR?R2 (1 awt)<4D2 + 1D SRT<4D2 )

sat—s sat—t

1 (1—ar) 2\ p2 1
1-— R+ |R
* ”ll)(4Da_s+<4D%s><4Dﬁ_T> o) Bl iz,

Aix{ tenim,

Pabsorbidafsatelit =

1 (1 - ar) 1
— o4 T4 2 P2 ) 2
o s R‘S“t( aéat) <4D2 - 4D% S R 4‘D§at7t

sat—s

1 (1—ar) 2\ p2 1
1 _
T “”><4Dl%_s T anz_ang ")z,

Per tant, hem trobat la poténcia aborbida pel satélit depenent nomes de pardmetres coneguts. Aquests calculs es
podrien simplificar si haguessim considerat que el que nomes afectava al satelit era la Lluna i el sol en comptes de la
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Lluna, Sol i Terra.

Ara trobem la poténcia emesa.

4
Peresa—satelit = 0 - Tsat *ATr€lgqt

(30)
=0 Tsat47TRsat
Com hem dit, he considerat que el satelit té forma esférica.
Ara apliquem equilibri térmic.
Pemesafsat = Pabsorbida (31)
1 (1—ar) 1
4 2 4 p2 P2
7 Dot Booy = oATT Bo By (1 = daue) <4D§at s " 4D% S RT<4Dgat t) (32)
1 (1—ar) 2\ p2 L
+(1 —au) ( + Ry |R
4‘DlQl—s (4D%7S)(4DIQZ—T) T . 4D3at u
1 (I-ar) 1
T4 _ T4 2 ca
sat R ( - t) 4Dzat s * 4D% S RT 4D§at—t (33)
1 (I-ar) 2\ 52 1
+(1—ay) ( + R7 |R
4Dl2l—s (4D’%—S)(4Dl2l—T) T . 4D§at 2

sat—s sat—Il

(34)

1 (1—ar) 1 1 (1—ar) 1
Toat = Ts/Rs ¢ (1 — tsa R2 1— RZ | R2
t \/< owad (51 imp - T (mz )+ 00 (sp + i) o

on
n Tiqr és la temperatura a la superficie del satélit

= T, és la temperatura del sol

= ar és ’albedo de la Terra
= qp és l'albedo de la lluna

= ag.: ¢s I'albedo del satelit

s Dr_g és la distancia de la Terra al Sol

s Dg.i—s €s la distancia del satelit al Sol

s D, és la distancia del satelit a la Terra
s Dgq.i—pn és la distancia del satelit a la lluna
s D _, és la distancia de la lluna al sol

= Dy _7 és la distancia de la lluna a la Terra

s Ry és el radi de la Terra
= Ry és el radi de la lluna

Qué ens diu aquesta férmula? Pensem una mica.

Aquesta férmula ens déna el valor de la temperatura en un instant espaial determinat a partir de tota una serie de
valors que coneixem. Per tant, si és correcta, ens permetria saber la temperatura del satelit a tota la rbita simplement
substituint els valors que necessitem a cada punt. Perd no nomes aix0, si ens ho mirem més profundament, el que veiem
és que si sapiguéssim la temperatura d’un satélit a cada posicio espaial, cosa que si tenim un satelit orbitant la lluna seria
viable, podriem aillar I’albedo lunar i fer un mapa d’albedo de la lluna!
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